Petites valeurs propres des fibrés principaux en 
^ ■ tores 



o 
o 



Pierre Jammes 



RÉSUMÉ. — Soit M n un fibre principal en tores T k sur une variété compact 
\^ \ N. On étudie les effondrements de M sur TV tels que la courbure sectionnelle et 

£^ ■ le diamètre de M vérifient |if(M)| < a et diam(M) < d. On montre d'une part 

que pour tout k, il existe des effondrements pour lesquels la première valeur propre 
du laplacien agissant sur les formes différentielles de degré 1 et 2 est de l'ordre 
de inj(M) 2fe , et d'autre part que la première valeur propre non nulle du laplacien 
agissant sur les 1-formes est minorée par c(n, a, d, N) ■ Vol(M) 2 et c-inj(Ajf) 2fc quand 
M n s'effondre sur N. 

çC} ■ Mots-clefs : effondrements, formes différentielles, laplacien, petites valeurs pro- 

' près, approximations diophantiennes. 

\Q : . 

çf) , Abstract. — Let M n be a compact manifold of dimension n with free T - 

l/") ■ action. We consider collapsings of M on N = M/T k such that the sectional curva- 

ture and diameter of M satisfy |if(M)| < a and diam(M) < d, and give examples 
of collapsings for ail k such that the first non-zero eigenvalue of Laplacian acting 
on 1-forms and 2-forms of M are bounded above by c(M) ■ inj(Af) 2fe . Moreover 
we prove that the first non-zero eigenvalue of Laplacian acting on 1-forms of ail 
' ■^ \ principal T fc -bundle M over N is bounded below by c(n, a, d, N) ■ Vol(M) 2 and 

c • inj(M) 2fc when M collapses on N. 

Keywords : collapsing, differential forms, Laplacian, small eigenvalues, diophan- 
tine approximation. 
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1 Introduction 



Soit (M, g) une variété riemannienne compacte connexe orientable de 
dimension n. On considère l'opérateur A = dô + 5d agissant sur l'espace 
r2 p (M) des p-formes différentielles sur M. Le spectre de cet opérateur forme 
un ensemble discret de nombres positifs ou nuls qu'on notera 

= X p ,o(M,g) < \ p ,i(M,g) < X p , 2 (M,g) <..., 
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où la multiplicité de A Pi o(M, g) est le p-ième nombre de Betti de M, les autres 
valeurs propres étant répétées s'il y a multiplicité. 

On sait qu'à diamètre borné et coubure de Ricci minorée, la première 
valeur propre non nulle du laplacien agissant sur les fonctions est unifor- 
mément minorée f |Gr8f)j . |LY80| ). B. Colbois et G. Courtois ont montré 
dans |CC90j qu'il n'en va pas de même pour les formes différentielles de 
degré quelconque et qu'à diamètre et coubure sectionnelle bornés, on peut 
avoir des valeurs propres arbitrairement petites. De plus, ils montrent que ce 
phénomène de petites valeurs propres est lié au fait que la variété s'effondre, 
c'est-à-dire que son volume — ou de manière équivalente son rayon d'injec- 
tivité — tend vers zéro, ce qui conduit à considérer le problème suivant : 

Question 1.1 Peut-on minorer À Pi i en fonction de bornes sur le diamètre, 
la courbure et le rayon d'injectivité, notamment lorsque la variété s'effondre ? 

S. Chanillo et F. Trêves donnent dans |CTQ7| une minoration générale 
qui se comporte asymptotiquement comme injrad(M, g) 4n + 4n_2 quand le 
rayon d'injectivité tend vers zéro mais qui n'est a priori pas optimale. Dans 
jCCnOj . B. Colbois et G. Courtois étudient le cas particulier des fibrés en 
cercles s'effondrant sur leur base et montrent — entre autres choses — que 
les petites valeurs propres sont alors de l'ordre du rayon d'injectivité au carré. 
Par ailleurs, pour les situations de limites adiabatiques sur les feuilletages 
(c'est-à-dire lorsque la métrique s'écrit sous la forme g = gu © £ 2 5v où gy 
une métrique sur les espaces tangents V aux feuilles, gn une métrique sur 
une distribution complémentaire à y), on sait ( |Fo95| . |ALK00j ) qu'on peut 
calculer pour tout entier k le nombre de petites valeurs propres de l'ordre de 
e 2k à l'aide d'une suite spectrale, mais cette méthode n'a pas donné lieu à 
d'exemples explicites. 

À notre connaissance, on a encore exhibé à ce jour aucun exemple de 
petite valeur propre tendant plus vite que le volume ou le rayon d'injectivité 
au carré quand la variété s'effondre, ce qui conduit à reformuler la question 
O: 

Question 1.2 Peut-on obtenir une minoration de X p> i(M,g) asymptotique- 
ment de l'ordre de injrad(M, g) 2 ou Vol(M,g) 2 quand la variété s'effondre ? 

Le but de notre travail est de donner des éléments de réponses à la ques- 
tion 11.21 en étudiant le spectre des fibrés principaux en tores s'effondrant 
sur leur base. Nous allons montrer deux résultats. Le premier apporte une 
réponse négative à la question 11.21 en ce qui concerne le rayon d'injectivité. 
En effet on peut construire pour tout fcëN* des effondrements pour lesquels 
certaines valeurs propres décroissent au moins aussi vite que injrad(M, g) 2k . 
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Pour cela on utilisera le fait que, si la fibre est de dimension supérieure ou 
égale à 2, on peut l'effondrer non par par homothétie mais en privilégiant 
une certaine direction qu'on choisira pour ses propriétés diophantiennes : 

Théorème 1.3 Pour tout entier k > 1 et pour toute variété (N, h) telle que 
b2(N) > k, il existe un fibré principal M en tore T k sur N , une famille de 
métrique (g e ) e ë\o,ï\ sur M, et des réels strictement positifs C(k,(N,h)) et 
£o(k, (N, h)) tels que la courbure et le diamètre de (M,g e ) soient uniformé- 
ment bornés par rapport à e, Vol(M, g e ) = e pour tout e, et 

Ap,i(M, g e ) < C ■ injrad 2fc (M, g £ ) (1.4) 

pour p = 1 et 2, et pour tout e < Sq- 

De plus, si bi(N) > b2(M), on a aussi pour p = 2 et 3 

\MN)-b 2 {M){M,g £ ) < C • injrad 2fc (M, <? £ ) (1.5) 

Remarque 1.6 Le théorème 11 .31 montre qu'on ne peut pas minorer le la 
première valeur propre du laplacien par une puissance de rayon d'injectivité 
indépendante de la dimension. Plus précisément, comme on peut construire 
des variétés de dimension 3 dont le 2 e nombre de Betti est arbitrairement 
grand, il existe pour tout n > 4 des variétés de dimension n vérifiant (|1.4|) 
avec k = n — 3. On ne peut donc pas espérer obtenir de minoration générale 
par le rayon d'injectivité avec un exposant inférieur à 2n — 6 si n > 4. 

Remarque 1.7 On verra dans la section El qu'il existe effectivement des 
fibrés vérifiant la condition b\(N) > b2(M). 

En petite dimension, on peut en déduire un résultat pour les formes de 
tout degré : 

Corollaire 1.8 Pour n = 5 et 7, il existe un fibré M en tores T 2 sur une 
variété de dimension n—2, une suite de métrique (g £ ) sur M et une constante 
C > telles que la suite (g e ) effondre le fibré M sur sa base à courbure et 
diamètre bornés quand e tend vers zéro, et que 

Vi(M, 9e) < C ■ injrad 4 (M, g e ) (1.9) 

pour 1 < p < n — 1 . 

Le second théorème donne, dans le cas des 1-formes, des minorations du 
spectre en fonction du volume et du rayon d'injectivité : 

Théorème 1.10 Soit deux réels a et d strictement positifs, un entier n > 3 
et (N, h) une variété riemannienne de dimension strictement inférieure à 
n. Il existe des constantes eo(n,a,d, (N,h)) > 0, C(n,a,d, (N,h)) > et 
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C'(n,a,d,(N,h)) > telles que si (M, g) est une variété riemannienne de 
dimension n vérifiant diam(M, g) < d, \K(M,g)\ < a et si tt : (M, g) — ► 
(N, h) est une fibration principale de fibre T k qui soit une e- approximation 
de Hausdorff avec e < sq, alors 

Ai,i(M, 5 ) > C • Vol 2 (M,g) > C • injrad 2fe (M, g). (1.11) 

Remarque 1.12 L'exposant du volume dans la minoration (jl.lip est opti- 
mal. On peut par exemple considérer le cas de produit riemannien d'un fibré 
en cercle qui s'effondre par un tore dont la métrique est fixée mais dont le 
diamètre est suffisamment petit pour que le fibré produit soit proche de la 
base pour la distance de Gromov-Hausdorff, les résultats de |CC00j assurent 
que dans ce cas, Ài i i(M) ne peut pas décroître plus lentement que Vol 2 (M). 
L'inégalité 111.411 assure par ailleurs que l'exposant du rayon d'injectivité dans 
est lui aussi optimal. 

Remarque 1.13 On sait déjà que si la fibre est de dimension supérieure ou 
égale à deux, on ne peut pas obtenir pour les fibrés en tores de majoration de 
Ai j i(M) par le volume au carré comme c'est le cas pour les fibrés en cercles. 
En effet, on peut construire des exemples d'effondrement de fibrés principaux 
en tores pour lesquels la première valeur propre du laplacien ne tend pas vers 
zéro (cf. |.Ta03| . théorème 1.13 et paragraphe 4.2). 

Le théorème 11.101 soulève les deux questions suivantes qui restent ou- 
vertes : 

Question 1.14 Peut-on généraliser ces résultats aux p-formes différen- 
tielles, pour tout p ? 

Question 1.15 La minoration du spectre par le volume au carré de la variété 
se généralise-t-elle à d'autres familles de variétés ? 

Pour démontrer les théorèmes 1 1 . 31 et 1 1 . 1 01 nous commencerons par trois 
sections préliminaires sur la topologie, la géométrie et le spectre des fibrés 
principaux en tores. 

Dans la section nous définirons un invariant topologique généralisant 
la classe d'Euler des fibrés en cercle et qui pourra être utilisé pour contrôler 
le spectre. 

La section El sera consacrée à l'étude de la géométrie des fibrés princi- 
paux en tores. Le résultat principal est que pour démontrer le théorème 11. 101 
on peut se ramener à une situation géométrique simple. En particulier, on 
montrera qu'une métrique de courbure et diamètre bornés sur le fibré est 
proche d'une métrique invariante pour laquelle les fibres sont totalement 
géodésiques : 
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Théorème 1.16 Soient a et d deux réels strictement positifs, n un entier 
et (N, h) une variété riemannienne de dimension strictement inférieure à 
n. Il existe des constantes eo(n,a,d,(N,h)) > 0, T(n,a,d,(N,h)) > et 
T'(n,a,d,(N,h)) > telles que si (M, g) est une variété riemannienne de 
dimension n vérifiant \K(M,g)\ < a, diam(M, g) < d et si ir : (M, g) — > 
(N, h) une fibration principale de fibre T k qui soit une e- approximation de 
Hausdorff avec e < Eq, alors il existe des métriques g et h sur M et N 
respectivement et une fibration principale ir' : (M, g) — > (N, h) telles que 

1. L'action de T k sur (M, g) est isométrique ; 

2. Les fibres de la fibration ir' sont totalement géodésiques ; 

3. —g < g < rg et —h < h < rh ; 

T T 

4- La restriction de g à la fibre est telle que diam(7r /_1 (x)) < t's, pour 
tout x G N . 

Remarque 1.17 On verra aussi que si l'on suppose que la métrique g sur M 
est T fe -invariante, alors on peut remplacer dans le théorème 11 . 161 1'hvpothèse 
sur la courbure de (M, g) par l'hypothèse plus faible K{M,g) > —a. 

Dans la section^ nous étudierons comment, dans le cas d'un fibré princi- 
pal en tore T k muni d'une métrique invariante, on peut se ramener à l'étude 
des petites valeurs propres du laplacien à celle du spectre du laplacien resteint 
aux formes différentielles invariantes par l'action de T k : 

Théorème 1.18 Soit k G N* , T k ^ M ^ N un fibré en tore T k , g une 
métrique invariante sur T k et f une fonction sur N strictement positive. 
Supposons que M est muni d'une métrique T k -invariante g telle que pour 
tout x G N, la restriction g x de g à la fibre ■k~ 1 (x) vérifie g x < f(x) ■ g. 

Soit À une valeur propre du laplacien agissant sur les formes différen- 
tielles de M. Si A < (sup f{x))~ l ■ Ao i i(T fc ,g) , alors les formes propres as- 

sodées sont T k -invariantes. 

Remarque 1.19 On peut montrer que cette estimation est optimale : si 
on considère un fibré trivial muni d'une métrique produit, on voit que les 
formes propres de T k de valeur propre \o : i(T k ,g) induisent sur le fibré des 
formes propres de même valeur propre qui ne sont pas invariantes. 

Remarque 1.20 Dans le cas des fibrés en cercle, le théorème 11 . 181 améliore 
sensiblement un résultat semblable obtenu par B. Colbois et G. Courtois 
( |CC00j ) qui nécessitait des hypothèses de courbure et diamètre bornés. 

Remarque 1.21 La démonstration des deux théorèmes met en évidence le 
fait que si la multiplicité d'une valeur propre est impaire, alors le sous-espace 
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propre associé contient des formes invariantes. 

Les deux dernières sections serons consacrées aux démonstrations des 
théorèmes ll.ril et 11.101 Dans la section El nous construirons les exemples 
d'effondrements annoncés dans le théorème IX .31 

Enfin, dans la section^ nous démontrerons l'inégalité (|l.lip du théorème 
11.101 en utilisant les résultats des sections précédentes, et nous discuterons de 
la possibilité d'exprimer les constantes C et C du théorème 11 .101 en fonction 
d'invariants géométriques de (N,h). 

2 Topologie des fibrés principaux en tore 

Nous allons dans cette partie nous attacher à décrire la topologie des 
fibrés principaux en tore, et en particulier à construire un invariant différen- 
tiel qui permettra, comme la classe d'Euler dans la cas des fibrés en cercles, 
d'étudier le comportement du spectre du laplacien lors d'un effondrement. 

Soit M un fibré principal en tore T sur une base N. Le tore T k = R k /Z k 
peut s'écrire comme le produit de k cercles : T k = Y\i=i Shy L'action de T k 
sur M induit une action de chacun des . On peut donc définir les variétés 

M i= M/n4)' m 

o¥=i 

chaque Mi étant un fibré en cercle de base N sur lequel agit . Réciproque- 
ment, la donnée des k fibrés en cercles (Mj)j<fc sur N permet de construire 
un fibré en tore T k en prenant la somme de Whitney © i=1 Mi de ces fibrés 
en cercles, ce fibré en tore étant difféomorphe au fibré M. Comme la struc- 
ture d'un fibré en cercle est déterminé par sa classe d'Euler, la topologie de 
M est déterminée par la donnée d'un A:-uplet (ei, • • • , e^) G (H 2 (N,'Z)) k de 
classes d'Euler. Cependant, la décomposition de T k en produit de cercles 
n'est pas unique. En effet, pour chaque base (ai,-- - , a^) du réseau Z k , on 
peut écrire T k comme le produit de la famille de cercles (Raj/Zaj)j, auquel 
correspond en général un fc-uplet différent de classes d'Euler. 

Dans le cas d'un fibré en cercle de classe d'Euler [e], on a la propriété 
suivante f |BT82j . p. 72) : si u est la 1-forme de connexion du fibré, alors dui 
est une 2-forme horizontale qui dépend du choix de la connexion sur le fibré, 
mais qui est, au signe près, le relevé d'une élément de [e]. Dans le cas d'un 
fibré en tore, on va construire une invariant qui généralise cette propriété. 

Dans le cas d'un fibré principal quelconque, la forme de connexion est une 
1-forme verticale à valeur dans l'algèbre de Lie G de la fibre. Si on se donne 
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un élément û de G* et qu'on appplique O à l'image de la forme de connexion, 
on obtient une 1-forme verticale à valeur réelle. On dira que cette forme 
différentielle est « induite » par u. De la même manière, la forme de Maurer- 
Cartan définissant un isomorphisme entre chaque espace tangent vertical et 
G, chaque élément de G « induit » un champ de vercteur vertical sur le fibré 
via cet isomorphisme. Notons que ce champ est défini indépendamment de 
la connexion, contrairement aux formes induites par les éléments de G* ■ 

On va montrer le résultat suivant, qui permet de définir une généralisation 
de la classe d'Euler aux fibré principaux en tore : 

Proposition 2.2 Soit û) G G* , oj la 1-forme différentielle sur M induite 
par û) et la 2-forme différentielle sur N telle que duj = ir*(a w ). Alors 
l'application e : G* — » H 2 (N,M) donnée par Q i— > [at u ] est bien définie (c.-à- 
d. que la classe de cohomologie de a u ne dépend pas du choix de la connexion) 
et linéaire. 

Démonstration : On pose T k = IR fc /Z fc et on note (^i)ie[i,fc] l es formes 
coordonnées de M. k passées au quotient sur T k . En utilisant la décomposition 
T k = Y\i=i on définit la famille de fibrés en cercle (M») comme en i|2.1|) . 

On a alors des projections M ^ Mi -4 N qui vérifient n • o m = 7r'- onj =ix. 
Chaque forme Ui induite sur M par û>i est le relevé 7r*(u;^) de la forme de 
connexion du fibré en cercle Mj. On peut écrire du>i = 7r*(du^) = vr*(ej) où 
&i est une 2-forme sur N. Or, on sait que ei appartient à la classe d'Euler du 
fibré Mj, indépendamment du choix de la connexion sur Mj donc du choix 
de la connexion sur M. Si on définit e : G* — ► H 2 (N,M.) par e(cDj) = e; 
en l'étendant par linéarité, on aura bien, par linéarité de la différentielle 
extérieure, du; = 7r*(e((D)) pour tout Cô £ G* , en notant uj la forme induite 
sur M. ■ 
Remarque 2.3 Si k = 1 et si O est la forme volume du cercle de longueur 
1, alors e(<D) est la classe d'Euler du fibré. 

Remarque 2.4 La démonstration l2~2l met en évidence le lien entre l'invari- 
ant e et la famille de classe d'Euler associée à une décomposition particulière 
en somme de Whitney de M : à chaque décomposition possible est associée 
une base de G* , et la famille de classe d'Euler est l'image de cette base par 
e. 

Exemple 2.5 Le théorème 1.13 de |.Tafl3j montre — entre autres choses — 
qu'un fibré principal en tore T k non trivial dont la base est un tore T 2 peut 
s'écrire comme produit d'une nilvariété de dimension 3 et d'un tore T k ~ l . 
Comme H 2 (T 2 ) est de dimension 1, le noyau de e est de dimension k — 1, 
ce qui signifie qu'on peut décomposer le fibré en une somme de Whitney de 
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k fibrés en cercles dont k — 1 sont triviaux. On retrouve donc le fait que le 
fibré peut s'écrire comme le produit d'un fîbré en cercle sur T 2 et d'un tore 
de dimension k — 1. ■ 



Dans la suite, si uj est une forme induite par un élément uj de G*, on 
écrira parfois par abus de langage « e(uj) » au lieu de « e(oj) ». De plus, 
verra parfois e comme une application de G* dans l'espace 7ï 2 (N,h) des 
2-formes harmoniques de N, en utilisant le fait que TC 2 (N, h) est canonique- 
ment isomorphe à H 2 {N, M). 

3 Géométrie des fibrés principaux en tore 

3.1 Métriques adaptées 

Nous allons ici montrer qu'on peut, dans le but d'obtenir le théorème 
11.101 se ramener à une situation géométrique pour laquelle l'étude du spectre 
d'un fibré en tore est plus simple. Cette situation est une généralisation de 
la notion de métrique adaptée définie dans le cas des fibrés en cercle par 
B. Colbois et G. Courtois (EX2IDJ) : 

Définition 3.1 On dit que le couple de métriques (g, h) définies sur M et 
N respectivement est adapté à la fibration principale T k M n — ► N si : 

i. La fibration ir : (M, g) — ► (N,h) est une submersion riemannienne ; 

il. L'action de T k sur M est isométrique ; 

m. Les fibres sont totalement géodésiques ; 

IV. Toute 1- forme verticale uj induite par un élément de G* vérifie du = 
7r*(eM). 

On veut montrer qu'une métrique de courbure bornée sur un fibré prin- 
cipal en tore est proche d'une métrique adaptée : 

Théorème 3.2 Soient a et d deux réels strictement positifs, et T k =— > 
(M n ,g) — > (N,h) un fibré principal en tore. Il existe des constantes 
e (n,a,d,(N,h)) > 0, r(n,a,d,(N,h)) > 0, r'(n,a,d,(N,h)) > et 
c(n,a,d,(N,h)) > telles que si \K(N,h)\ < a, \K(M,g)\ < a, 
diam(M, g) < d et si tt est une e- approximation de Hausdorff avec e < Eo, 
alors il existe des métriques g et h sur M et N respectivement et une fibration 
7r' : (M, g) -> (N,h) telles que 

1. Le couple (g, h) est adapté à la fibration tt' ; 

2. —g < g < rg et -h < h < rh ; 

T T 
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3. La restriction de g à la fibre est telle que diam(-7r / 1 (x)) < r'e, pour 
tout x G N ; 

4- La courbure sectionnelle de (M, g) vérifie \K(X,Y)\ < c, pour toute 
paire de vecteurs horizontaux orthonormés (X, Y). 

On pourra alors appliquer le résultat de J. Dodziuk selon lequel si deux 
métriques sont proches, alors les spectres du laplacien pour ces deux 
métriques sont proches aussi : 

Théorème 3.3 (|Do82j) Soit g et g deux métriques riemanniennes sur une 
variété M de dimension n, et r une constante positive. Si les deux métriques 
vérifient ^g < g < rg, alors 

: ^- î \ p ,k(M,g) < X p ,k(M,g) < r^' 1 \ P)k (M , g) , 
pour tout entiers k > et p G [0, n] . 

Remarque 3.4 Le théorème 13.21 implique en particulier le théorème 11 .161 
La restriction sur la géométrie imposée par le point 4 de la conclusion du 
théorème 13.21 permet de mieux contrôler le spectre du laplacien et sera utile 
dans la démonstration du théorème 11.101 

Remarque 3.5 En vertu d'un théorème de Hermann f |He60j . |Be87j p. 249), 
le fait que les fibres soient totalement géodésiques implique qu'elles sont 
isométriques entre elles. On va voir dans la démonstration du théorème 13.21 
que réciproquement, sur les fibrés considérés, si la métrique est invariante et 
que les fibres sont isométriques alors elles sont totalement géodésiques. 

3.2 Situation de métrique invariante 

Nous allons dans un premier temps montrer que si on suppose qu'on a 
sur M une métrique invariante, elle est proche d'une métrique qui vérifie les 
points (i) à (ni) de la définition 13.11 Plus précisément : 

Proposition 3.6 Soit T k ^ (M n ,g) (N,h) un fibré principal en tore 
muni d'une métrique invariante g tel que ir soit une submersion riemanni- 
enne. Pour tout a > et d > 0, il existe des constantes r(n, a, d) > et 
c(n,a) > telles que si \K(N,h)\ < a, K(M, g) > -a et diam(M,.gr) < 
d, alors il existe une métrique invariante g sur M telle que la fibration 
7r : (M, g) — > (N, h) soit une submersion riemannienne à fibres totalement 
géodésiques et 

1 

-g < g < rg. 

T 



Remarque 3.7 On peut noter qu'on utilise non pas une hypothèse de cour- 
bure bornée sur M mais seulement que la courbure sectionnelle est minorée. 

Pour montrer la proposition 13 M on utilisera les deux lemmes suivants. 
Le premier est une application directe de la formule de O'Neill : 

Lemme 3.8 Soit a > et T k (M n ,g) —> (N,h) un fibré principal en 
tore muni d'une métrique invariante g tel que p soit une submersion rie- 
mannienne, \K(N,h)\ < a, et K( M ^(X,Y) > —a pour tout couple (X,Y) 
de vecteurs horizontaux orthonormés. Alors, pour toute 1- forme différentielle 
verticale u induite par l'action de T k , on a : 

1. \du){X,Y)\^ < ^M^, pour tout x £ M et tout couple de vecteurs 
horizontaux orthonormés X et Y ; 

Aanin — 1) „ 

2. \\M\oo < ^ -Nloo. 

Démonstration : Soit x £ M, y = n(x), X et Y deux champs de N 
orthonormés en y, et X et Y les relevés de X et Y à M. La formule de 
O'Neill ( |(;HL87| p. 127, |ÏÏeR7] p. 241) donne 

K N (X,Y) = K M (X,Y) + ^\[X,Y] V \ 2 , (3.9) 

où [X, Y] v désigne la composante verticale de [X, Y]. D'autre part on a, en 
utilisant le fait que u est verticale, 

du(X,Y) = X-u(Y)-Y-u(X)-w([X,Y]) 

= -uj([X,Y\). (3.10) 

On en déduit : 

\dco(X,Y)\l = \u([X,Y])\l<\u\l\[X,Y) v \l 

< %\l(K y (X,Y)-K x (X,Y)). (3.11) 



Comme chacun des couples (X, Y) et (X, Y) est orthonormé en x et y, on a 
les majorations \K y (X,Y)\ < a et K X (X, Y) > —a, et donc 

\du;(X,Y)\l<-\u;\l. (3.12) 

Et comme l'inégalité précédente est vraie quel que soit le choix de (X, Y), il 
en découle finalement 

IcMÎ < Aan{n ~ l) W\l < Aan[n ~ l) \W\\\ (3.13) 
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ce qui achève la démonstration. ■ 
Le second lemme montre, dans le cas d'un fîbré en cercle, qu'à courbure 
bornée, la longueur des fibres varie peu d'une fibre à l'autre. 

Lemme 3.14 Soit S 1 (M n ,g) — ► (N,h) un fibré principal en cercle sur 
N , tel que g soit invariante et ir soit une submersion riemannienne. Pour 
tout a > et d > 0, il existe r(n,a,d) > tel que si \K(N,h)\ < a, 
K(M, g) > —a et diam(M, g) < d, alors pour tout x,y G N, on a 

~ly — lx — T^yi 

où l x et ly désignent les longueurs des fibres au dessus de tt~ 1 (x) et iT^ 1 (y) 
respectivement. 

Démonstration : On choisit sur le fibré M une 1-forme verticale u dont 
l'intégrale sur chaque fibre est égale à 1. Soit U le champ vertical induit par 
l'action de 5 1 qui vérifie ui{U) = 1. La norme \U\ de ce champ est constante 
sur chaque fibre, et s'écrit \U\ = n*f, où / est une fonction sur N. De plus, 
en tout point x de N, la norme f(x) de U est égale à la longueur de la 
fibre au dessus de x. On va montrer que / est bornée en fonction de a et 
d. Remarque : uj n'est pas la forme duale de U pour la métrique. Sa norme 
ponctuelle sur la fibre 7r~ 1 (x) est = y, et on a U = f 2 uj. 

Soit x G N, et X un vecteur unitaire tangent à iV en x. Soit Xi une base 
orthonormée de champs de vecteurs au voisinage de x, telle que D_£ X\ = 
sur ce voisinage, et X\\ x = X. On relève cette base à T H M en notant 
Xi = ir*(Xi) et X = X\. Ces champs vérifient 

[Xi,U}=0. (3.15) 

En effet, ces crochets de Lie sont déterminés par [Xi, U] = ^(&t)*Xi, où <l?j 
est le flot induit par le champ U. Par définition de U, ce flot correspond à 
l'action de S 1 sur M. Les crochets de Lie sont donc nuls, car les champs Xi 
sont S" 1 -invariants. On notera par ailleurs U' le champ de norme 1 défini par 

U' = u/\u\. 

On va calculer la courbure sectionnelle K(X, U) en fonction de / et de 
ses variations (Remarque : le champ U n'est pas normé, mais ce calcul est 
plus simple que si on utilise le champ U'). Cette courbure s'écrit 

K(X, U) = (R(X, U)X, U) 

= (BuBxX -BxDuX -B [x ,u]X,U), (3.16) 
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où (■, ■) désigne la métrique. Le vecteur Dx X est horizontal et vaut 
ïï*(D Xi Xi) (voir |Be87j p. 239), et par conséquent Dx X = au voisinage 
de x. Comme d'autre part [X, U] = 0, on est ramené à calculer 

K(X,U) = -{BxBuX,U). (3.17) 

Pour ce faire, on utilisera la formule suivante, qui caractérise la connexion 
de Levi-Civita : 

2{D Zl Z 2 , Z 3 ) = Z 1 ■ (Z 2 , Z 3 ) + Z 2 ■ (Z 3 , Zi) - Z 3 ■ (Z 1; Z 2 ) 

+([Zx, Z 2 ], Z 3 ) - ([Z U Z 3 ], Z 2 ) - ([Z 2 , Z 3 ], Zi). (3.18) 

En utilisant l'orthogonalité de (X\,--- ,X n ,U) et le fait que [Xi,U]=0, on 
obtient 

2(Du X, U) = X • (U, U) = X ■ f 2 = 2/d/(X) (3.19) 

et 

2(D U X,X l ) = -([X,X i ],U), (3.20) 

et donc 

1 11 

BuX = df(X)U' - - Y,([X, X^, V)Xt. (3.21) 
1 i=i 

Le premier terme peut s'écrire df(X)U' = ^-j^-U, par conséquent 

Bxmxm = (x. d Jfl) u+ d Jflv x u 

(Bxdf)(X) dfÇDxX) _ (df(X)f \ 
f f P ) 

+^f±DxU (3.22) 
Re SS f(X,X) TT (df(X))\ r df{X) n 

en utilisant le fait que Dx X = 0. De plus, la relation 1)3 .18J) donne 
2(DxU,U)=X-\U\ 2 = 2fdf(X), 

et donc 

(Bx(df(X)U'),U) = /Hess/(X,X). (3.23) 



La dérivation des termes suivants de 1)3.21)1 donne 

Bx(([X, X t ], U)Xi) = (X ■ ([X, X,,}, U))Xi + ([X, X, t ], U) Dx X t . (3.24) 
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Quand on calcule le produit scalaire de cette expression avec U, le premier 
terme s'annule, et comme la relation (IÏÏTrIi donne 0x X h U) = ([X, X^, U), 
il reste 

(DxiUXiXÙ^Xi),!!) = {[X,Xi),U} 2 . (3.25) 
La somme des équations (|3.23|) et (|3.2Bp donne 



1 n 

K(X,U) = -fBe SS f(X,X) + -Y J ([X,X l },U) 2 . (3.26) 

i=l 

En normalisant le vecteur U, on obtient 



(3.27) 



Les derniers termes peuvent être majorés en fonction de la courbure. En 
effet, on a 

([X,Xi],U) = U b ([X,X l }) = f 2 u([X,X i \) = -f 2 duj(X,X i ), (3.28) 
et donc, en vertu du lemme l3~ÏÏ| 

([X,X t ],U) 2 <f^\ 2 = ^f 2 . (3.29) 

Par hypothèse, la courbure sectionnelle de M est minorée par —a. On a donc 
finalement : 

Ressf(X,X) Un \ fn 
J -j ' < ( — + lj a. (3.30) 

Soient x et y deux points de N, et 7 une géodésique minimisante joignant 
ces deux points. Notons \i la fonction définie par 

/i(i)=ln/o 7 (i). (3.31) 

En dérivant \x par rapport à t, on obtient : 

m - ™ (3.32, 

et 

"m f j/(7l V , d/(Dy(t)7 / (t))+Dd/( 7 / (t),7 / (t)) 

^ W " W°7(*W /o 7 (t) 

= VW' + ^yy» (3-33) 
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On a donc, en vertu de la majoration (|3,3()|) : 



Supposons que x est un point où /, et donc u, atteint son minimum. On a 
alors //(0) = et donc, en remarquant que d majore le diamètre de N, 

(An \ 

//(*) < ( — + lj at, (3.35) 

et 

. , An + 3 9 An + 3 , 9 

< — g — a * < — g — ad • (3-36) 

Le rapport yj|y est donc majoré par une constante r = exp( 4n 6 l " 3 ad 2 ). 
Comme on a montré cette majoration en prenant pour x un point où / 
atteint son minimum, elle sera vraie a fortiori pour un x quelconque. 

Remarque : si les fibre sont isométriques, alors le champ U est de norme 
constante. Il est aisé de vérifier à l'aide de l|3.18|l que Du U est alors nul, 
c'est-à-dire que les fibres sont totalement géodésiques. ■ 

Démonstration de la proposition 13.61 : Le but est en fait de 
généraliser le lemme 13.141 aux fibrés en tore pour montrer que g est proche 
d'une métrique pour laquelle toutes les fibres sont isométriques. 

Soit U £ G non nul et U le champ vertical induit par U sur M. Soit 
xq G N. On choisit Û de sorte que \U\ = 1 au dessus de xq. De plus, on 
impose à U d'avoir un coefficient directeur rationnel, c'est-à-dire que U est 
colinéaire à un vecteur de Z fc C G- L'action du flot associé à U induit alors 
une fibration S 1 M — > (M 1 , g'). On peut contrôler la courbure de ce fibré. 
En effet, utilisant la formule de O'Neill, on peut écrire 

K M ,{X,Y) = K M (X,Y)-- A \[X,Y] V \ 2 

= KM(X , Y) ^M£pl, ,3.37, 
4 \uj\ z 

où X et Y sont deux vecteurs orthonormés de M', X et Y leurs relevés re- 
spectifs sur M, et uj la 1-forme induite par l'action de T k telle que w(U) = 1. 
Le lemme l3~8l permet de contrôler le dernier terme en fonction de la courbure 
de M, et donc 

K M '(X,Y) >-a-2a = -3a. (3.38) 
Le lemme 13". 141 assure alors qu'il existe une constante r(n,a,d) telle que 

- < \U\ < t. (3.39) 

T 
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Notons g la métrique invariante sur M obtenue en modifiant g dans la di- 
rection verticale de sorte que les fibres soient isométriques à 7r _1 (x ), et en 
conservant la distribution horizontale et la métrique horizontale associées à 
g. Pour cette nouvelle métrique, la norme de U est uniformément égale à 1. 
La relation (|3.39j) peut s'écrire 

^g(U, U) < g(U, U) < T 2 ~g(U, U), (3.40) 

Par continuité, 1|3.4()|) s'étend à n'importe quel vecteur vertical. Comme g et 
g sont identiques sur la direction horizontale, on aura finalement 

^9<9< r 2 g. (3.41) 

Pour conclure, remarquons que si la métrique sur M est telle que les 
fibres soient isométriques, la fibration S 1 M — > [M 1 , g') induite par le 
champ U est à fibre totalement géodésique. Par continuité, les fibres du fibré 
T k ■— > M — » N sont elles aussi totalement géodésiques. ■ 

3.3 Cas général 

On va maintenant démontrer le théorème 13.21 Pour ce faire, on va s'in- 
spirer d'une démonstration d'un théorème de Lott f |Lo02| . théorème 2), qui 
utilise les résultats de |CFG92j . 

Soit g une métrique sur M vérifiant les hypothèse du théorème 13.21 
Tout d'abord, en utilisant un résultat de régularisation d'Abresch f |CFG92| . 
théorème 1.12), on construit une métrique g\ sur M telle que ^-g < g\ < T\g, 
\K(M, gi)\ < a et ||D l -R|| < Ai(n,a,Ti), où T\ > 1 est un réel fixé, et D et 
R désignent respectivement la dérivée covariante et le tenseur de courbure 
pour la métrique g±. 

On applique ensuite le théorème 2.6 de |CFG92j . qui assure l'existence de 
constantes £o{n, (N,h)), /t(n, A), K'(n,A, (N,h)) et /tj(n, A, (N,h)) et d'une 
fibration ir 1 : (M,gi) — > (N,h) tels que si n est une e-approximation de 
Hausdorff avec e < £o(n, (N, h)), alors : 

- pour tout x G N, le diamètre de ir'~ 1 (x) pour la métrique g' est in- 
férieur à ke ; 

- la seconde forme fondamentale de la fibre vérifie H-ZZ^-i^Hoo < k' pour 
tout x £ N ; 

- la submersion n' est Kj-régulière, c'est-à-dire que || D* tt'Hoo < K i, pour 
tout i G N. 
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Enfin, pour une telle fîbration ir', les parties 3 et 4 de |CFG92j donnent 
la construction d'un métrique 52 sur M qui est T fc -invariante et telle que 
|D*((72 — 31)1 < c(n, A, (N, h), i), pour tout i E N. Cette dernière égalité 
assure l'existence d'une constante T2(n,A,d,(N,h)) telle que -^gi < §2 < 
7"2<?i, et permet aussi de contrôler la courbure pour la métrique g^. 

On peut alors appliquer la proposition I3.6| qui nous donne une métrique 
33 qui vérifie les points (1) à (m) de la définition 13. 11 

Pour obtenir la métrique g du théorème 13 .2| il reste à modifier la distri- 
bution horizontale de manière à ce que g vérifie le point (iv) de la définition 
13,11 Remarquons tout d'abord que comme l'application e : g* -> H 2 {N) est 
linéaire, il suffit de montrer l'égalité dm = -n'*{e(uu)) pour une base de Q* . 
Soit {tjûi) une base de Q* orthonormée pour la métrique (73. Pour chaque i, 
duJi s'écrit 

dw i = 7r / *(o i + dA), (3.42) 

où ai est une forme harmonique et une forme cofermée. On définit une 
nouvelle forme verticale io\ = toi — 7r'*(/?j). Cette forme vérifie 

duj'i = d^ - 7r'*(d/3i) = Tr'*{a t ) G H 2 {N). (3.43) 

L'intersection des noyaux des formes u' i définit une nouvelle distribution 
horizontale. On définit g comme étant la métrique sur M telle que ir' : 
(M, g) — > (N,h) soit une submersion riemannienne et g = g$ sur l'espace 
vertical. Cette métrique vérifie le point (iv) de la définition 13.11 du fait de 

On doit encore vérifier g est proche de 33. Remarquons que 

g - g 3 = J>' 2 - cv 2 ) = X>7r'*(A) + 

i i 

Or, B. Colbois et G. Courtois ont montré dans |CC00j (lemme A. 32) qu'il 
existe une constante n{n, a, d, (N, h)) > telle que les formes telles qu'on 
les a définies vérifient ||AI|oo < K , ce qui permet de conclure. Remarque : 
le lemme A. 32 de |CCOO| utilise le fait que pour la métrique 33, la norme 
de la seconde forme fondamentale est contrôlé et que la submersion n' est 
Kj-régulière. Il n'est donc pas évident qu'on puisse obtenir le théorème 13.21 
en supposant que la métrique initiale g est invariante et en se passant des 
résultats de |CFG92| . 

Enfin, il reste à montrer que la courbure de (M, g) reste bornée dans 
la direction horizontale. Soit x G N, X et Y deux vecteurs orthonormés 
tangents à N en x, û une 1-forme invariante de T k , lu la 1-forme induite 
sur M pour la distribution horizontale associée à g et lu' la 1-forme induite 
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pour la distribution associée à g. Ces deux formes vérifient do/ = ir'*(a) et 
du; = ir'*(a + d/3), où a est une 2-forme harmonique de N et j3 une 1-forme 
de N. 

D'après la formule de O'Neill, il suffît pour contrôler la courbure section- 
nelle K {M ^(n'*(X),Tr'*(Y)) de majorer la norme de [n'*(X), tt'*(Y)] v . Or, 
on peut écrire d'une part, 

u'([n'*(X)y*(Y)] v ) = doj'(Tr'*(X),n'*(Y)) = a(X,Y). (3.44) 

D'autre part, on a 

H oo < r'(N,h)\\a\\ 2 , (3.45) 
d'après |Li80j (théorème 7), car a est harmonique, et 

||a|| 2 < ||a + d/3\\ 2 = \\du\\ 2 < \\du\\oo, (3-46) 

en utilisant le fait qu'une forme harmonique est le plus petit élément de 
sa classe de cohomologie pour la norme L 2 . Enfin, le lemme l3~ÏÏl permet de 
contrôler la norme de do; en fonction de a et |M|coj et la norme de lo est con- 
trôlé en fonction de ||u/||oo. Comme la majoration de u'([n , *(X),7T / *(Y)] ) 
obtenue est indépendante du choix de û>, on a bien une majoration de 
\[7r'*(X),ir'*(Y)] v \ en fonction de n, a et d. m 



4 Formes invariantes et petites valeurs propres 

Nous allons ici démontrer le théorème 11.181 énoncés dans l'introduction. 
Ceux-ci s'appuient essentiellement sur le 

Lemme 4.1 Soit (M, g) une variété riemannienne, ipt un flot agissant par 
isométrie sur M et X le champ de vecteur associé. On suppose de plus que 
X n'est pas uniformément nul. 

Soit E un sous-espace de fi* (M) stable par le laplacien et par {<p*)tëR) ^ 
une valeur propre du laplacien restreint à E, et E\ l'espace propre associé. 

(2tt \ 2 
— ) > 

alors (ipt)tëR agit trivialement sur E\. 

Démonstration du lemme l"4. Il : Remarquons tout d'abord qu'on peut 
supposer que T = 2ir, le résultat général se déduisant par simple changement 
de variable. D'autre part, par théorie de Hodge, on peut se restreindre à 
l'étude des formes cofermées. On supposera donc que A est une valeur propre 
de 5<i| Ker 5 et E\ désignera le sous-espace propre associé dans Ker5. 
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Soit u € E\. On sait que £x^ = o dw + d o j^w. 

iptu — UJ 

D'une part, on a Cx^ = Jim . Puisque <pt est une isométrie, les 

formes ip*u> et - sont dans Ker 6, et donc Cx^ aussi car Ker 6 est fermé. 
D'autre part, d o i x oo est dans Imd. 

Comme Ker 6 et Imd sont orthogonaux, les formes Cxu et d o i x u> sont 
orthogonales. Le théorème de Pythagore donne donc : 

||£x w ll2 + H ° ix^lli = W^x ° do;|||. (4.2) 

On en déduit 

ll^xwlll < ¥x o àuj\\l < \\i x \\ 2 \\duj\\ 2 2 < \\i x \\ 2 \\\oo\\l (4.3) 

On va maintenant majorer la norme de ix d'une part, et évaluer celle de 
Cxuj d'autre part. 

majoration de 

On va utiliser le fait que si X est un champ de vecteur, a une p-forme 
différentielle et (3 une (p + l)-forme, alors on a en tout point g(X A a, (5) = 
g(a,i x P)- 

Soit a G Çl p (M), on veut calculer En tout point, on peut écrire : 

|ïx«| 2 = g{ixo, ix®) = <?( a > X® A ix®) < | ck | • \X^ A ix&\ (4.4) 

et 

\X b A i x a\ 2 = g(ixa,ix{X b A ixa)) = \X\ 2 ■ \ixa\ 2 . (4.5) 
On en déduit : 

|ïxct| 2 < H-^lloo • \ot\ ■ \ixot\ (4.6) 

et donc 

IKxll < ll^lloo- (4.7) 

calcul de ||£a;u;|| 

Comme ipt est une isométrie, <p* agit par isométrie sur E\. Si on suppose 
que t h-> ip t est 27r-périodique, tpt induit donc un morphisme S 1 — > SO(E\) 
qu'on peut décomposer en somme de représentation irréductibles. 

Les représentations irréductibles de S 1 sont : 

- la représentation triviale S* 1 — > SO(l), 1 1— ► Id; 

- les rotations du plan S 1 -y SO(2), t ^ R{kt) = ( ) ,k G Z*. 
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Supposons maintenant que la décomposition fasse apparaître au moins une 
rotation. On peut choisir une forme u ^ située dans le sous-espace stable 
associé. On a alors 



\£xu\ 



• \\to\\ > \\u\\. (4.8) 



t^o t 
Avec 031) et (ITTIl . on en déduit : 

IMI 2 < A||X||^||a;|| 2 , (4.9) 

et finalement 

A > |T^p-. (4.10) 

II-"- lloo 

La conclusion du lemme en découle immédiatement. ■ 

Pour illustrer ce lemme, nous allons d'abord démontrer le théorème 11. 181 
dans le cas plus simple où la fibre est un cercle. 

Théorème 4.11 Soit (M, g) un fibré principal en cercle muni d'une 
métrique S 1 -invariante. On note Iq le maximum des longueurs des fibres. 

Soit A une valeur propre de A p . Si À < (~j~^J ' a ^ ors ^ es î ormes propres 
associées sont S 1 -invariantes. 

Démonstration du théorème 14.111 : C'est une application directe du 
lemme l4~T1 avec E = fP(M), le flot ipt étant induit par l'action de S 1 . Le 
champ X est alors un champ vertical S 1 -invariant. 

Si on paramètre ft de manière à être 27r-périodique, la longueur / d'une 
fibre sera égale à 27r|X|, la norme de X ne dépendant pas du point choisi sur 
la fibre. On a donc 

m = è < 412 > 

et par conséquent 

Woc = ^- (4-13) 

Si A < (7^") ; alors A < pqp - et donc les formes propres de E\ sont 5 1 - 
invariantes. ■ 

Démonstration du théorème 11.181 : Remarquons tout d'abord que 
dans la démonstration du théorème 14.111 la décomposition de O p (M) en 
éléments irréductibles est une décomposition en série de Fourier par rapport 
à la fibre S , la représentation triviale et les représentations 9 i— ► R(k9) 
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correspondant respectivement aux fonctions constantes et aux fonctions nf- 
périodiques du cercle. On va reprendre cette idée et l'appliquer au tore T k 
pour décomposer Çl p (M) en somme en sous-espaces de formes invariantes 
dans une direction et périodiques dans une autre pour ensuite appliquer le 
lemme H~T1 à ces sous-espaces. 

Plus précisément, si on pose T k = M fc /Z fc , W k étant muni d'une métrique 
euclidienne (pas nécessairement la métrique euclidienne canonique), et si T 
est le réseau dual de Z k , T = {7 G M fc ,(7,7 / ) G Z,VY G Z k }, une base 
des fonctions propres de T k est donnée par / 7 = cos(2-7r(7, x}) et g 7 = 
sin(27r(7, x)), 7 G T (voir par exemple |GHL87j . p. 200). Si on note 7 
l'orthogonal de 7 dans M n , les fonctions / 7 et g 7 sont invariantes sous l'action 
de 7 . On peut remarquer que, si T dépend de la métrique choisie sur M fc , 
ce n'est pas le cas de l'ensemble des 7^0 ■ En effet, c'est l'ensemble des 
hyperplans vectoriels de M. k engendrés par des éléments de Z fc . Notons A cet 
ensemble. En regroupant les fonctions propres en fonction de leur direction 
invariante, on obtient la décomposition 

C°°(T k ) = C°°(T k ) v © M (4.14) 
VGA 

où M représente les fonctions constantes, et où C°°(T k ) v est l'espace 
des fonctions C°° d'intégrale nulle (c'est-à-dire orthogonales aux fonctions 
constantes) et invariantes dans la direction V. Par construction, chaque 
C°°(T k ) v est invariant par A et par l'action de T k . 
De la même façon, QP(M) peut s'écrire 

n p (M) = n p (M) v © n p (Mf k , (4.15) 

T/6A 

où Çl p (M) Tk est l'espace des p-formes T fc -invariantes et ÇW(M) V l'espace 
des p-formes différentielles invariantes par l'action de V et orthogonales à 
ÇW(M) T . Comme V ne dépend pas de la métrique sur chaque fibre, chacun 
des ÇW{M) V est bien défini, et sera de plus invariant par A et par l'action 
de T k . On a ainsi partiellement décomposé les formes différentielles de M en 
série de Fourier par rapport à la fibre. 

Soit V G A, \ V M une valeur propre du laplacien restreint à Q P (M) V et À^ fc 
la première valeur propre de Q p (T k ) v ( remarque : elle est non nulle car les 
formes harmoniques du tore plat sont les formes invariantes ) . On choisit sur 
T k un champ invariant X Tk orthogonal à V et on note Xm le champ vertical 
sur M induit par X T k. L'action sur Çl p (M) du flot <pt associé à Xm est 
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2vr ^ 2 



périodique, et si on note T sa période, A^ fe est par construction exactement 
. D'autre part, comme g x < f{x) ■ g, les normes de H-X^Hoo 



II^mIIoo < (sup/) 1 / 2 - IIX^IU, (4.16) 



T | | Xrpk | | oo 

et H-Xjvf ||oo sont liés : 



B 



donc si X M < (sup B /) 1 XY, k , alors 



X V M < (sup/)- 1 ( „ ) < ( „ ) , (4.17) 



B 



2tt V / 2tt 



rll-X^felloo/ \T||Xm|| 



et le lemme PTTl s'applique avec E = QP{M) V et les formes propres associées 
à \)^ sont y^-invariantes, donc T fc -invariantes. 

Si Xm est une valeur propre du laplacien agissant sur Q P (M) et que 
À est strictement inférieure à la première valeur propre de T k , alors elle 
sera a fortiori inférieure à tous les À^ fe et donc les formes propres de 
dans Q P (M) V sont T fc -invariantes. Comme les QP{M) V sont stables par le 
laplacien, l'espace propre de Xm est la somme des espaces propres restreints 
aux QP{M) V . Par conséquent, toutes les formes propres associées à Xm sont 
T fc -invariantes. ■ 

Démonstration de la remarque 11.211 : Il suffît de remarquer que 
dans le lemme 14. 1| si la dimension du sous-espace propre E\ est impaire, 
la décomposition de cet espace en espace de représentations irréductibles 
contient nécessairement une représentation triviale, et donc E\ contient des 
formes invariantes par tp t . Dans le cas du théorème 14- 1 1| les espaces propres 
de dimension impaire du laplacien agissant sur Çl*(M) contiennent donc des 
formes S 1 -invariantes. 

Dans le cas du théorème I1.18( si un espace propre du laplacien est de 
dimension impaire, l'un des éléments de la décomposition de Fourier de cet 
espace sera aussi de dimension impaire, et la remarque précédente s'applique. 



5 Petites valeurs propres et rayon d'injectivité 

Nous allons maintenant démontrer le théorème 11.31 Le cas k = 1 dé- 
coulant de (JX2H3, 

nous supposerons k > 2. Soit N une variété telle que 
b2(N) > k. On définit un fibré principal en tores M sur N par la donnée 
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d'une application e : G* — ► H 2 (N) qu'on supposera injective (c'est possible 
car b 2 (N) > k). 

On se donne sur M et N des métrique g et h telles que le couple (g, h) 
soit adapté (au sens défini en 13.1(1 à la fibration M — ► N et que la restriction 
g de la métrique g à la fibre T k soit le passage au quotient de la métrique 
canonique de M fc à T k = M fc /Z fc (on a vu dans la section précédente que le 
fait que les fibres soient totalement géodésiques est équivalent au fait qu'elles 
soient isométriques entre elles). On va construire la famille de métrique (g £ ) 
sur M en faisant varier la métrique g e le long de la fibre, la connexion et la 
composante horizontale de la métrique restant identique à celles de g. 

Soit y G R fe_1 un (k — l)-uplet difficilement approchable, c'est-à-dire tel 
qu'il existe une constante c(y) telle que pour tout p E Z k ~ 1 et tout q G Z, 
on a 

||p-rf -1 |?l > c(y), (5.1) 

la norme considérée étant la norme euclidienne canonique. On sait qu'il 
existe une infinité non dénombrable de tels (k — l)-uplet (voir |Sc80j p. 
22, 41-43). On se donne une base orthonormée (X\, . . . , X^) de R fc telle 
que X\ soit colinéaire au vecteur (1,2/). Pour tout e, on se donne la base 
B £ = Q^X±,X2, ■ ■ ■ ,Xk) et on définit la métrique g £ sur M. k en posant que 
B £ est orthonormée pour g E , c'est-à-dire qu'on obtient g £ en contractant les 
longueurs d'un rapport e dans la direction de X\ . Le passage de g e au quo- 
tient M fe /Z fc détermine une métrique sur T k , qui elle-même induit la métrique 
(g e ) sur M. On a en particulier g\ = g. Les résultats classiques sur les ef- 
fondrement ( |Ca,84| . |OG8fij théorème 2.1) assure que la courbure de (M,g £ ) 
reste bornée quand e tend vers zéro. 

On va montrer l'inéga,lité ll.4l du théorème ll.3l en estimant successivement 
le volume, le rayon d'injectivité et la première valeur propre de M en fonction 
de e. 

Fait 5.2 Pour tout e e]0, 1], on a Vol(M,g £ ) = Vol(7V, h) ■ e. 

Démonstration : Il suffit de remarquer que Vol(M, g E ) = Vol(N,h) ■ 
Vol{T k ,g £ ), et que Vol(r fc ,^) = Det Bs Bi=e. m 
Pour obtenir le théorème ll.3( on aura à reparamétrer g £ de sorte que 
Vo\(M,g e )=e. 

Fait 5.3 // existe des constantes eo(y,k) > et C(y,k) > telle que 
injrad(T fc , g £ ) > C ■ £k pour tout e < Eq. 

Démonstration : Calculer le rayon d'injectivité de (T k ,g £ ) revient à cal- 
culer le minimum des normes dans M fc des points non nuls du réseau Z fe pour 
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la métrique g £ . Plus précisément, on peut écrire 

2injrad(T fc ,5 £ ) = min \\(p,q)\\g e (5.4) 

(p,g)6Z fc - 1 xZ\(0,0) 

Soit (p, q) G x Z\(0, 0). On note z la projection orthogonale de (p, q) 
sur la droite vectorielle D engendrée par X\ (remarque : elle ne dépend pas 
de e), 9 l'angle entre D et l'hyperplan M fc_1 x {0} pour la métrique canonique 
(on a tan# = ||y|| _1 ) et 9' l'angle entre D et le vecteur (p, q) — (q-y,q) (voir 
figure Pl. De plus, on notera || • \\g e la norme pour la métrique g e et || • || la 
norme euclidienne canonique. On peut écrire : 

\\(p,ml = \\M-At + Mt- ( 5 - 5 ) 




FiG. 1 - 

Le vecteur (p, q) — z est orthogonal à -D, donc la norme ||(p, q) — z\\g e est 
indépendante de e. On a donc, en utilisant la relation H5.1|) : 

9' ~ 1 

- z he = \\{P,<Ï) ~ z \\ = sin0'||p - qy\\ > j . (5.6) 



fc-i 



Comme 9 < 9' < \ on en déduit 



,q)-z\\l>^r: (5-7) 
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où a est une constante ne dépendant que de k et y. 

Le vecteur z est parallèle à D, donc \\z\\g e = s\\z\\. De plus, on a 

NI > \\(q,qy)\\-\\z-(q,qy)\\ > - \\z - (q, qy)\\. (5.8) 

cos 

On peut supposer que \\z — (q, qy)\\ < J^Jg ■ ^n effet, dans le cas contraire, on 
a \\(p,q) ~ z\\g e > sm9\\p-qy\\ > j^g\\qy\\ > §, ce qui signifie si q / que 
\\(p, q)\\^ est minoré par ^ et donc ne réalise pas le minimum en (|5,4|) quand 
e est suffisamment petit (si q = 0, c'est sin#||p — qy\\ qui est uniformément 
minoré). On obtient finalement la minoration 

Il l|2 

Il ||2 \ 2 \\qy\\ 2-u 2 ir- n\ 

\\z\\g e > e 2"ïï = e h 1 » 5 - 9 

y " 4 cos z # 

où 6 est une constante qui ne dépend que de y, et donc 

||(p,«)|ll>-^+eV. (5-10) 



La fonction / : t — ► at fc -i + e 2 bt 2 admet sur M*, un unique minimum 



2 

-¥ at > 

fc-i 

en t = ( ) 2 *" dont la valeur est e^a~6^((A; — 1)Ê + (fc — l) - ^). On 



peut donc en déduire que 



i 



||(p,g)|| g .>Cei (5.11) 

où C est une constante ne dépendant que de y et k. m 

Remarque : Comme la fibre est totalement géodésique, son rayon d'injectivité 
est égal au rayon d'injectivité de M si e est suffisamment petit. 

Fait 5.12 // existe une constante C'(N,k,e) > telle que pour tout e, on a 
Xp,i(M, 9e) <C -e 2 pour p=l et 2. 

Démonstration : Commençons par le cas p = 1. Pour estimer la première 
valeur propre non nulle, on va d'abord calculer quelles sont les 1-formes 
harmoniques. On sait déjà d'après les résultats de la section précédente que 
les formes harmoniques sont T fc -invariantes. Soit tp une 1-forme différentielle 
T fe -invariante de M. On peut écrire 

k 

ip = 7r*(a) + ^7r*(ai) • Ui, (5.13) 

i=l 
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où a est une 1-forme de TV, des fonctions de N et U{ les 1-formes verticales 
induites par une base orthonormée de G*. On a alors : 



k k 

dip = vr*(da + ^2 a i ' e i) + Yl d7r *( a ») A ( 5 - 14 ) 

i=l i=l 

où e, désigne l'image de uji par l'application e : G* H 2 {N). De plus, p oui- 
tout i on a 

||6(7r*(a;)u;j)|| 2 = (6(ir*(ai)Mi),5(ir*(ai)ui)) 

= (7r*(ai)u;i,d8(7r*(ai)uji)), (5.15) 

où (•,•) désigne le produit scalaire L 2 . Comme ir*(ai)uji est une forme T k - 
invariante, 8(ir*(ai)uJi) est une fonction invariante, c'est-à-dire que c'est le 
relevé d'une fonction sur N. Par conséquent, d5(7r*(aj)u;j) est le relevé d'une 
1-forme sur N, et est donc orthogonale à 7r*(aj)cjj. Finalement, on a : 

8<p = Tr*(8a). (5.16) 

Si ip est harmonique, on a d^p = et 8ip = 0, donc 

k 

8a = 0, dcii = pour tout i, et da + ai- ei = 0. (5-17) 



i=i 



Comme les fonctions ai sont constantes, Y^i=i a i ' e i es ^ une 2-forme har- 
monique de N, donc orthogonale à la forme exacte da. On a donc Aa = 
et Yli=i a i' e i = 0- Comme e est injective, les e, forment une famille libre, et 
donc ai = pour tout i. On obtient finalement que les 1-formes harmoniques 
de M sont les relevés des 1-formes harmoniques de N. 

Pour majorer la première valeur propre non nulle du laplacien, il suffit de 
calculer le quotient de Rayleigh pour la métrique g e d'une 1-forme orthogo- 
nale aux formes harmoniques. En notant (ui) les 1-formes verticales induites 
par la base duale de B £ , on choisit comme forme test e u\. On vient de voir 
que la codifférentielle d'une telle forme est nulle, donc on peut écrire 

R(e 1 oj 1 ) = —. — = rr^. (5.18) 

lk luJ i\\i 

La forme e~ 1 u>± est indépendante de e, donc d(e _1 tJi) aussi, et comme de 
plus elle est horizontale donc sa norme ne dépend pas de e. Par ailleurs, 
||e _1 o;i|| 2 e =e~ 1 ||a; 1 ||^ = e~ 2 . Comme \\^(M,g £ ) < R^^uoi), on en déduit 
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que Ai j i(M, g £ ) < C' ■ e 2 , où C est une constante dépendant des choix de 
N, k et e. 

Le cas p = 2 se déduit du premier par la théorie de Hodge, en remarquant 
que dans le cas p = 1 on a trouvé une petite valeur propre du laplacien 
retreint aux formes cofermées. ■ 



Fait 5.19 Si bi(N) > b2{M), alors il existe une constante C"(N,k,e) > 
telle que pour tout e, on a X p ,b 1 (N)-b 2 (M){M, g e ) < C" • e 2 pour p = 2 et 3. 

Démonstration : On va se restreindre une nouvelle fois aux formes 
cofermées pour montrer le résultat pour p = 2 et ensuite en déduire le cas 
p = 3. 

Contrairement au cas des 1-formes, on a pas en général de moyen simple 
de déterminer quelles sont les 2-formes harmoniques (on rencontre la même 
difficulté dans l'étude du spectre des fibrés en cercles, voir |CC0Dj V On va 
majorer le quotient de Rayleigh sur un espace test de dimension bi(N), et 
la condition bi(N) > b2(M) assurera qu'on a bien majoré une ou plusieurs 
valeur propres non nulles. 

En notant toujours (loi) les 1-formes verticales induites par la base duale 
de B £ on considère une forme différentielle ip = ui A ir*(a), où a est une 
1-forme harmonique de N. Son quotient de Rayleigh est 



||d(c;i A 7r »)lfc + l|6( a;i A 7r*(a)™ 



R{<p) = ^ ,, g /„JL.M|2 ( 5 - 20 ) 



La forme (p est cofermée. En effet, si on calcule la différentielle de sa forme 
duale, on obtient : 

d * (u>i A 7r*(a)) = d((/\ oji) A7r*(*a)) 

= Et- 1 )* A UjK**(e(ui))A**(*a) (5.21) 

¥1 3¥l,i 

Comme 7r*(e(u>i)) A 7r*(*a) = ir*(e(u>i) A *a) et que e{uji) A *a est de degré 
supérieur à la dimension de N, on en déduit que tous les termes de la somme 
sont nuls. On est ramené à : 



||d(wi A^*(c^" 
|wi A7r*(a) ll£ 



Rb) = "77ïlJ~"u - ( 5 - 22 ) 



On a d'une part \ui f\TT*(a)\ 2 = \u)i\ 2 |7r*(a)|^ = \a\ 2 et donc 



IL 



\ui Air*(a)\\ 2 = \\a\\ 2 , (5.23) 
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et d'autre part 

Hd^x A7r»)||J e = ^Att»]^ < Wd^fjaf. (5.24) 

On voit finalement que R(<p) < -R(^i) quel que soit a. La majoration de 
R(oji) obtenue précédemment permet de conclure. ■ 

On va maintenant donner des exemples de fibrés pour lesquels la condi- 
tion bi(N) > b2(M) est bien vérifiée. 

Exemple 5.25 On considère pour tout entier k la variété M = (S 3 ) k x S 1 . 
la fibration de Hopf S 1 <— > S 3 — > S 2 induit une action libre de T k = (5 1 ) fe sur 
(S 3 ) k , et permet donc de définir une fibration principale T k M — > N, où 
N = (S 2 ) k x 5 1 . La classe d'Euler e de ce fibré est bien injective : l'image de 
e est engendrée par les relevés à M de chacune des classes d'Euler correspon- 
dant aux fibrations de Hopf qui sont bien linéairement indépendants. Enfin, 
la formule de Kùnneth permet de calculer aisément les nombres de Betti des 
produits M et N, on obtient en particulier bi(N) = 1 et 62 {M) = 0. ■ 

Remarque 5.26 Dans l'exemple précédent, les métriques sur M et N 
ne sont a priori pas des métriques produits. On ne peut donc pas déduire 
directement les propriétés du spectre de la formule de Kùnneth. 

Il reste enfin à démontrer que corollaire 11.81 
Démonstration : 

Cas n = 5 : On considère une variété compacte N de dimension 3 telle que 
b2{N) > 2 et on choisit pour M un fibré principal en tore T 2 sur dont la 
classe d'Euler est injective. Les résultats précédents assure l'existence d'un 
effondrement tel que \ Pj x(M) < C ■ injrad(M) 4 pour p égal à 1 et 2. Par 
dualité de Hodge, on a la même inégalité pour n — 1 et n — 2, donc pour tout 
p entre 1 et n — 1 . 

Cas n = 7 : On peut vérifier que le fibré construit dans l'exemple 15. 251 
pour k = 2 convient. On sait déjà que À Pi i(M) < C-injrad(M) pour p = 1, 
2 et 3, et la dualité de Hodge donne l'inégalité pour p = 4, 5 et 6. ■ 

6 Minoration du spectre des fibrés principaux en 
tore 

6.1 Minoration de la première valeur propre des 1-formes 

Les résultats des sections|2à0]nous permettent de démontrer le théorème 
11.101 On a vu qu'on pouvait se ramener au cas d'un fibré muni d'une métrique 
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adaptée. On va donc montrer le résultat du théorème 11.101 pour un fibré 
vérifiant les conclusions du théorème 13.21 : 

Théorème 6.1 Soit a > 0, d > deux réels, n, k et m trois entiers tels que 
n = k + m, et (N m ,h) une variété riemannienne. Il existe des constantes 
c(n,a,d, (N,h))et e(n,a,d,(N,h)) strictement positives telles que si g est 
une métrique sur le tore T k telle que diam(T fc ) < e et siT k <— > M n — > N est 
un fibré principal muni d'un couple de métriques (g, h) adapté au fibré et tel 
que g = g en restriction à la fibre, diam(M, g) < d et \Km(X,Y)\ < a pour 
toute paire (X, Y) de vecteurs horizontaux orthonormés, alors on a 

Ai,i(M,<7) > c-\o\ 2 (T k ). 

On s'est ici donné comme hypothèse que la métrique sur N est fixée. En 
effet, une hypothèse sur la courbure ne nous sera pas suffisante. On verra 
au paragraphe suivant dans quelle mesure on peut espérer obtenir le même 
résultat avec des hypothèses plus faibles. Par ailleurs la minoration du spectre 
en fonction du rayon d'injectivité découle du fait que le rayon d'injectivité 
de M est égal à celui de la fibre si e est suffisamment petit (la fibre étant 
totalement géodésique) et que, la restriction de la métrique à la fibre étant 
plate, on a Vol(T fc ) > Cinjrad(r fc ) où C ne dépend que de k. 
Démonstration du théorème 16.11 : 

Dans un premier temps, nous allons démontrer le théorème dans le cas où 
le fibré M ne contient pas de sous-fibré trivial, c'est-à-dire quand l'application 
e : G* — > Tt 2 (N,h) est injective. Nous généraliserons ensuite le résultat à un 
fibré principal quelconque. D'autre part, on se restreindra aux formes T k - 
invariantes, en vertu des résultats du chapitre EU (corollaire I1.18)l . En effet, 
le spectre des formes orthogonales aux formes invariantes sera minoré en 
fonction de la constante e du théorème, et on pourra toujours choisir cette 
constante suffisamment petite de sorte que le spectre des formes orthogonales 
aux formes invariantes soit plus grand que le terme c • Vol 2 (T fc ). 

Supposons donc e injective. La démonstration se déroule en deux étapes. 
D'abord, on se ramène à l'étude des valeurs propres de l'opérateur e*e, l'ad- 
joint étant défini en munissant TL 2 (N) de sa norme L 2 : 

Fait 6.2 II existe £(n,a,Xo,i(N,h),Xi i i(N,h)) > et c(n,a, Xo^(N,h)) > 
tel que pour toute 1- forme sur M T k -invariante et orthogonale à 
Ker A 1 (M, g), si le quotient de Rayleigh de <p vérifie R(ip) < e, alors il existe 
une forme uj induite par un élément de G* telle que ||e(w)|| 2 < c • e||ùj|| 2 . 
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Démonstration : Soit (p une 1-forme différentielle T fc -invariante de M. 
On peut comme dans la section précédente écrire ip sous la forme 

k 

ip = vr*(a) + ^7r*(ai) • Ui, (6.3) 

i=l 

où a est une 1-forme de N, ai des fonctions de iV et uii les 1-formes verticales 
induites par une base orthonormée de G*. On a alors : 

k k 
i=l i=l 

où ej désigne l'image de Ui par l'application e : Q* ^ 7i 2 {N). On a vu de 
plus dans la démonstration du fait 15,121 que ip vérifie 

6(p = T*(6a), (6.5) 

et que le fait que e soit injectif implique que les 1-formes harmoniques de M 
sont exactement les relevés des 1-formes harmoniques de N. 

Supposons que tp est de norme 1, c'est-à-dire que ||a|| 2 + X^i=i ll a îl| 2 = 1j 
et qu'elle est orthogonale aux formes harmoniques de M. Le quotient de 
Rayleigh de <p s'écrit alors 

k k 

R(<p) = \\8a\\ 2 + \\da + Y,ai-e i \\ 2 + Y,\\^*(ai)\\ 2 - (6.6) 

i=l i=l 

Supposons que R(<p) < £ pour un e > donné. On a en particulier ||da + 
2f=i a i ' e i\\ 2 < e - P° ur tout i, notons âj la valeur moyenne de la fonction 
<2j. On peut alors écrire 

k k 

\\da + • e.; + S^ai - ài) • ej|| 2 < e. (6.7) 

i=l i=l 

L'inégalité triangulaire nous donne alors : 

k k 
\\da + y~]âj- < || y^(oj - ôi) • e;|| + (6.8) 
t=i i=i 

Comme les fonctions (oj — âj) sont de moyennes nulles, leur quotient de 
Rayleigh est supérieur à A ,i(iV, h), et donc ||oi-âi|| 2 < xflp^l - A (1 i( Ar.fr) ' 
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Par ailleurs, la forme exacte da est orthogonale à la forme harmonique 
Yli=i ®i ' e i- On a donc finalement 



k 

2 



&i • Ci 

i=l i=l 



^2âi-ei\\ 2 < \\da + ^2 

i=l 

k 

(Il ^Z( a i ~ Ôi) • di\\ + y/ëf 
k 

C^2(\\ a i - «ill • IMIoo) + Vë) 



< 



< 



i=l 

\ 2 

| oo 



< £ ( 1+ Ei=ill e »U 

- ^ ^/X 0A (N,h)J 

Le lemme l3~8l permet d'obtenir une majoration de || Ya=i âi' e i\\ 2 en fonction 
de n, Xo t i(N,h) et d'une borne sur la courbure de (M, g). 
Pour tout i, la fonction ai — ôj est orthogonale à âj, donc 

k 

Hall 2 + X^II^H 2 + W ai ~ ^H 2 ) = L ( 6 " 10 ) 

i=l 

D'une part, on a déjà vu que chaque terme ||aj — âj|| 2 est majoré par Ao 1 ( N fe ) ■ 
D'autre part, comme (p est orthogonale aux relevés des formes harmoniques 
de (N,h), a est elle-même orthogonale aux formes harmoniques de N. On 
peut donc écrire 

Ê idv? (l|da|12 + IIH|2) - (6 - u) 

Le terme ||ôa|| 2 est majoré par R((f), donc par e, et ||da|| 2 est majoré en 
fonction de a, n et Ào,i(iV, h) comme dans l'inégalité 16.91 II découle donc de 
l'équation (|?HÏÏ|) : 

k 

J^IMI 2 > l-r(n, a,X ,x(N,h), \i,i(N,h))e. (6.12) 
i=i 

Si on prend pour u> la 1-forme Yli=i ^i^h 011 a 



Eti Ha* II 2 
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Selon l|6.12jl . le dénominateur est supérieur à \ si e est suffisamment petit. La 
majoration du numérateur fournie par l|6.9|) donne alors le résultat souhaité. 
■ 

On va maintenant minorer le spectre de e*e en fonction du volume de la 
fibre T k . 

Fait 6.14 // existe une constante c(n,a,(N,h)) > telle que la première 
valeur propre de e*e soit minorée par c • Vol(T fc ) 2 . 

Démonstration : Soient Ai,-- - , A& les valeurs propres de e*e classées 
dans l'ordre croissant. Comme e est injective, ces valeurs propres sont non 
nulles et la première vérifie 

n t A t Det(e*e) 
Ai = yî 77 = -Ff (6-15) 

Par ailleurs, les valeurs propres de e*e vérifient Aj < ||e*e||, donc 

A, > > ,6,6) 

L'image de e est un sous-espace de Ker A 2 (N) de dimension k, engendré 
par un sous-réseau du réseau des formes harmoniques entières de N. Si on 
restreint e et e* à ce sous-espace, on peut écrire Det(e*e) = (Det e) 2 , où Det e 
est le déterminant d'une matrice de e écrite dans des bases orthonormées de 
G* et Ime, ce qui donne 

(Dete) 2 

A i ^ || e ||2fc-2 - ( 6 " 17 ) 

Le lemme l3~ÏÏl donne une majoration de ||e|| en fonction de n et de la borne 
a sur la courbure de M, il ne reste donc qu'à minorer Det e. Notons Det' e le 
déterminant de la matrice de e dans la base canonique de G* = et une 
base orthonormée de Ime. On a alors Dete = (Det' e)(VolT fc ). Comme les 
images dans KevA 2 (N) des éléments de la base canonique de G* sont des 
formes entières, le déterminant Det'e, qui est aussi le volume de e([0, l] k ), 
est un multiple du volume d'un domaine fondamental du réseau des formes 
entières dans Ime. Comme par ailleurs Det' e est non nul, il sera donc minoré 
par le volume de ce domaine fondamental. Si on note p le minimum des 
normes des 2-formes harmoniques entières non nulles, ce volume est minoré 
par le volume d'une boule de rayon ^ dans Ime, et donc minoré par une 
constante ne dépendant que de n et de la métrique h de N, On peut donc 
bien écrire 

Ai > c{n,a,{N,h)) ■ Vol(T fc ) 2 . 
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Nous allons maintenant supposer que e n'est pas injective. Notons l la 
dimension de son noyau. Le premier nombre de Betti de M est alors b\(N) + 
l. En effet, on a vu que si une 1-forme ip = 7r*(a) + Yli=i 7r * ( a «) ' u i es ^ 
harmonique, cela signifie, d'après 1|6.4|) et (|6.5j) : 

k 

Aa = 0, daj = pour tout i, et Oj • = 0. (6.18) 

t=i 

Comme les fonctions Oj sont constantes. L'ensemble des tels que X2t=i a « ' 
ej = est exactement le noyau de e. L'espace des formes harmoniques de M 
est donc l'espace engendré par les relevés des formes harmoniques de N et 
les formes verticales induites par les éléments de noyau de e. 

On peut reprendre la démonstration précédente en prenant pour (cjj)j 
une base de G* telle que Uk-i+i, ■ ■ ■ ,0Jk soit une base de Ker e (le fait que la 
forme <p est orthogonale aux formes harmoniques se traduit par le fait que 
CLk-i+i, • • • , Ofc = 0) et en étudiant e*e restreint à l'orthogonal de Kere. On 
obtient de la même façon le résultat du fait 16. 2| à savoir que la première 
valeur propre du laplacien sur M est minorée à une constante multiplicative 
près par la première valeur propre de (e*e)i( Kere \x. 

Pour minorer le spectre de (e*e)i( Kere Ax, on doit être un peu plus attentif 
dans la manipulation des bases de Q* . 

Soit B = (u>i, • • • , u>k) une base orthonormée de Q* et B' = (u^, • • • ,u' k ) 
une base du réseau des entiers de G*, telles que (u>i, ■ ■ ■ ,u>i) et (lo[, ■ ■ ■ ,u^) 
soient des bases de Kere (comme l'image du réseau des entiers de G* est 
contenue dans un réseau, le noyau de e est effectivement engendré par des 
éléments entiers). La matrice de passage de B à B' est de la forme 



P 



Pi P2 
P 3 



où P\ est un bloc carré de taille l. Si se donne une base orthonormée de Ime, 
la matrice de e s'écrit sous la forme (0, A) dans la base B et (0, A') dans la 
base B' , où A et A' sont des blocs carrés de taille k — l et vérifient A' = AP3. 

Le spectre de (e*e)|( Kere )± est celui de A* A. On peut écrire, comme dans 
la démonstration du fait 16.141 : 

BetA*A (Det^) 2 , 

1 " IIAMII*-'- 1 - M||2(fc-«-D' (6 " 19) 
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où Ai est la première valeur propre non nulle de e*e. De plus, on a Det A' = 
Det A • Det P 2 et donc 



Det A 



Det A' 
DetP 3 



Det A 



,DetPi 
DetP 



(6.20) 



Le déterminant de A' 



est, comme précédemment, minoré par le covolume du 



réseau des formes entières dans Ime, et Det P s'interprète géométriquement 
comme l'inverse du volume de T k . 

Il reste à minorer Det P±. Comme Ker e est engendré par des éléments en- 
tiers de Ç* , l'orthogonal de Kere pour la dualité définit un sous- tore T k ~ l de 
T k . De plus, le dual de de l'algèbre de Lie g(T k /T k ~ l ) du quotient T k /T k ~ l 
est isomorphe à Kere. La matrice P\ est donc la matrice de passage d'une 
base orthonormée de Ç*(T k /T k ~ l ) dans une base du réseau des entiers de 
Q*(T k /T k ~ l ), et par conséquent Det Pi est l'inverse du volume de T k /T k ~ l 
pour la métrique quotient. Le diamètre de T k /T k ~ l est majoré par e, comme 
celui de T k , et par conséquent son volume aussi. ■ 

6.2 Petites valeurs propres et norme des 2-formes har- 
moniques entières 

Nous allons ici discuter de la valeur de la constante c(n,a,d, (N,h)) du 
théorème 16. 1| et en particulier de la manière dont elle dépend de la métrique 
h sur N. 

Dans la démonstration du théorème, la géométrie de N intervient quatre 
fois : on a besoin de contrôler sa courbure pour appliquer la formule de 
O'Neill et majorer les ||ej|| ; en 16 .21 apparaissent les valeurs propre Xi^(N, h) 
et Ao,i(iV, h); enfin on fait intervenir en 16.141 le minimum des normes des 
2-formes harmoniques non nulles dont la classe de cohomologie est entière. 

On peut noter que dans la démonstration du fait 16.21 on a seulement 
besoin d'une minoration des deux valeurs propres X\ t i(N, h) et Xo,i(N,h). 
L'idée est en fait de s'assurer que le spectre de (TV, h) n'interfère pas dans la 
recherche des petites valeurs propres de M. On sait par ailleurs que Ao,i(A r , h) 
peut être minoré en fonction du diamètre et de la courbure de N, et Ai i i(A r , h) 
en fonction du diamètre, de la courbure et du rayon d'injectivité de N. En 
outre, une borne sur la courbure est aussi suffisante pour appliquer la formule 
de O'Neill. 

La démonstration du fait 16.141 introduit quand à elle la constante 



p(N,h) 



inf 

aen 2 (N,h)\{0} 

[a]£H 2 (N,Z) 



ah 



(6.21) 
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dans la minoration de la première valeur propre du laplacien. Il est naturel 
de se demander si l'on peut contrôler p(N, h) à l'aide des mêmes invariants 
géométriques que Ào,i(-/V, h) et Ài j i(A r , h) : 

Question 6.22 Existe-t-il une constante c(n,a,d,r) > telle que si (N n ,h) 
est une variété riemannienne vérifiant diam(iV, h) < d et \K(N,h)\ < a et 
injrad(iV, h) > r, alors p(N, h) > c ? 

Un argument de compacité permet de montrer qu'avec l'hypothèse de 
rayon d'injectivité minorée, on peut répondre affirmativement à la question 

EM 

Proposition 6.23 Pour tout réels a,d, r > et tout entier n G N* ; il ex- 
iste une constante c(n,a,d,r) > (non explicite) telle que si (N n ,h) est 
une variété riemannienne vérifiant diam(A r , h) < d et \K(N,h)\ < a et 
injrad(iV, h) > r, alors p(N, h) > c. 

Démonstration : On considère le tore T = T b2 ^ N \ vu comme quotient de 
TC 2 (N,h) par le réseau des formes harmoniques entières. La métrique h sur 
N induit une norme euclidienne sur Tt 2 (N, h) qui passe au quotient sur T en 
une métrique plate h. Minorer p(N, h) revient à minorer le rayon d'injectivité 

de(T,h). 

On sait ( |AC92| ) que l'espace des métriques h sur N telles que 
diam(iV, h) < d et \K(N,h)\ < a et injrad(iV, h) > r est relativement com- 
pact pour la topologie C a . De plus, la métrique h dépend continûment de h. 
En effet, si on se donne un réel e > et une métrique h sur N, on aura, pour 
toute métrique h' suffisamment proche de h et toute 2-forme a harmonique 
pour la métrique h, \\\cï\\2 — IMI2I ^ £|M|oo, où || • H2 et || • || 2 désignent 
les normes pour les métriques h et h' respectivement. Comme à courbure 
et diamètre bornés et rayon d'injectivité minoré, la norme L°° des formes 
harmoniques est contrôlée par leur norme L? (cf. [Tïï8n] théorème 7 et iné- 
galité (|.3.45p ). on peut écrire |||a||2 — IMI^I — t(h, a, d,r)e\\a\\2. Si a' est le 
représentant harmonique pour h' de la classe de cohomologie de a, on peut 
donc finalement trouver un voisinage V de h tel que pour toute métrique h 
dans V, 

IKH2 < llalli < (l + e)||a|| 2 . (6.24) 
Quitte à restreindre le voisinage V, on a réciproquement 

||a|| 2 <(l + e)||a'|f 2 , (6.25) 

ce qui implique bien la continuité de h h. L'ensemble décrit par h quand 
h varie est donc relativement compact dans l'espace des métriques plates 
du tore. Il existe par conséquent une métrique sur T qui réalise la borne 
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inférieure du rayon d'injectivité de T quand h varie. En particulier, cette 
borne inférieure est non nulle ■ 
On peut se demander si le résultat reste vrai avec des hypothèses plus 
faibles : 

Question 6.26 Existe-t-il une constante c(n,a,d) > telle que si (N n ,h) 
est une variété riemannienne vérifiant diam(iV, h) < d et \K(N,h)\ < a et 
alors p(N, h) > c ? 

Il faut noter par ailleurs qu'une minoration non explicite ne permet pas 
d'améliorer les minorations déjà connues de la première valeur propre du 
spectre. On a besoin d'estimations précises : 

Question 6.27 Si diam(iV, h) < d, \K(N, h)\ < a et injrad(A, h) > r, peut- 
on minorer p(N, h) par une constante explicite c(n, a,d,r) > ? Plus précisé- 
ment, peut-on trouver une constante c de la forme c'(n,a,d) ■ Yol(N,h) a ^ 
ou c'{n, a, d) • injrad(iV, h) a ^ ? 

On peut remarquer qu'expliciter le rôle du volume de N dans cette minora- 
tion permet d'obtenir dans le théorème 16. Il une minoration de Ai j i(M, g) en 
fonction du volume de (M, g) . 
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